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Аннотация. В настоящей работе строятся последовательные алгоритмы выделения
компонент связности вершин в неориентированного графе и компонент сильной связно-
сти вершин в ориентированном графе. На каждом шаге работы алгоритма поступает
информация об очередной вершине графа и о ребрах, соединяющих ее хотя бы с одной
из вершин в каждой из выделенных ранее компонент связности. В ориентированном гра-
фе в процессе работы алгоритма на каждом шаге определяется отношение частичного
порядка между компонентами сильной связности. В отличии от известных в литерату-
ре алгоритмов выделения компонент связности, основанных на поиске в глубину или в
ширину, предложенный в данной работе алгоритм не возвращается повторно к уже обра-
ботанным вершинам в "дереве поиска" и не определяет для каждой вершины из "дерева
поиска" всех смежных с ней.

Ключевые слова: отношение частичного порядка, компоненты связности, компо-
ненты сильной связности, факторизация.

CLUSTERING ALGORITHM OF GRAPHS
G. Sh. Tsitsiashvili, M. A. Osipova, A. S. Losev

Abstract. In this paper sequantial algorithms of connectivity components separation in
nondirected graphs and components of strong connectivity in directed graphs are constructed.
On each algorithm step an information about next node and edges connected this node with
earlier constructed clusters comes. In directed graph suggested algorithm defines a relation
of partial order between clusters also. In comparison with known algorithms of connectivity
components separation based on a search in a depth or in a width suggested algorithm does
not return iteratively to processed nodes in "search tree" and does not define for each node
from "search tree" all incident nodes.

Keywords: a relation of a partial order, a component of a connectivity, a component of a
strong connectivity, a factorization.

ВВЕДЕНИЕ

Известные в литературе [1], [2] алгоритмы выделения компонент связности в неориенти-
рованных графах основаны на поиске в глубину или в ширину, а алгоритмы выделения ком-
понент сильной связности в орграфах - на вариации алгоритма поиска в глубину (алгоритмы
Косарайю, Тарьяна). Эти алгоритмы определяют все вершины, достижимые из выбранной s
при построении "дерева поиска" , которое является компонентой связности, содержащей вер-
шину s. Далее берется вершина, не попавшая в построенные ранее компоненты связности, и
для нее строится "дерево поиска". Недостаток этих алгоритмов - это повторное возвращение
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к уже обработанным вершинам в "дереве поиска" и определение для каждой вершины из
"дерева поиска" всех смежных с ней.

В настоящей работе для факторизации ориентированного и неориентированного графов
предложены последовательные алгоритмы прохождения по всем вершинам графа и построе-
ние на каждом шаге классов эквивалентности, которые лишены перечисленных недостатков.
А в случае ориентированного графа алгоритм последовательно устанавливает отношение ча-
стичного порядка между кластерами.

При работе алгоритма выделения компонент связности в неориентированном графе на
шаге k поступает информация о связи k-ой вершины ребром с построенными на предыдущем
шаге компонентами связности. Если такие компоненты связности найдены, то они объединя-
ются в одну вместе
с k-ой вершиной. Иначе появляется новая компонента связности, состоящая из одной k-ой
вершины. Алгоритм выделения компонент сильной связности в орграфе строился по ана-
логии с описанным. На k-ом шаге его работы поступает информация о наличии дуг между
k-ой вершиной и построенными на k − 1 шаге классами эквивалентности, между которы-
ми установлено отношение частичного порядка. В зависимости от полученной информации
происходит либо объединение классов эквивалентности между собой и с k-ой вершиной, ли-
бо появление нового класса, состоящего из одной k-ой вершины. При этом устанавливается
отношение частичного порядка между образованными классами эквивалентности.

1. ФАКТОРИЗАЦИЯ ВЕРШИН НЕОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА

Рассмотрим неориентированный граф с конечным множеством вершин {1, . . . , n} и ребер.
Зададим граф матрицей смежности ||dij ||ni,j=1 и положим dii = 1, 1 6 i 6 n. Скажем, что
две вершины неориентированного графа эквивалентны [3], если в графе можно провести
путь, соединяющий эти вершины. Построим алгоритм разбиения множества вершин графа
на классы эквивалентности, называемые компонентами связности.

На шаге 1 рассмотрим первую вершину (обозначена 1) и составим компоненту связности
K1 = {1}. На шаге t− 1 вершины 1, . . . , t− 1 разбиты на компоненты связности Ki, i ∈ J :

Ki ∩Kj = ∅, i 6= j, i, j ∈ J,
⋃

i∈J
Ki = {1, . . . , t− 1}.

На шаге t рассматриваем вершину t, вычисляем ci = max
j∈Ki

djt, i ∈ J, и полагаем

Ki := Ki, i ∈ J/I, Kt := {t} ∪
[⋃

i∈I
Ki

]
, J := (J/I) ∪ {t},

где I = {i ∈ J : ci = 1}.
Ниже приведена графическая визуализация одного шага работы алгоритма и описаны

компоненты связности в рассматриваемых случаях. Пусть на 5 шаге (рис. 1) были опреде-
лены 2 компоненты связности K3 = {1, 2, 3}, K5 = {4, 5}. На 6 шаге приведены возможные
варианты факторизации: 1 вариант - вершина 6 не соединена ребром ни с одной из вершин
{1, 2, 3, 4, 5}; 2 вариант - вершина 6 соединена ребром с вершиной 3; 3 вариант - вершина 6
соединена ребром с вершинами 3, 4.

2. ФАКТОРИЗАЦИЯ ВЕРШИН ОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА

Рассмотрим ориентированный граф с конечным множеством вершин V = {1, . . . , n} и
ребер. Зададим граф матрицей смежности ||dij ||ni,j=1, при этом положим dii = 1, 1 6 i 6 n.
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5-ый шаг 1 вариант 2 вариант 3 вариант
6-го шага 6-го шага 6-го шага

K3 = {1, 2, 3}
K5 = {4, 5}

K3 = {1, 2, 3}
K5 = {4, 5}
K6 = {6}

K6 = {1, 2, 3, 6}
K5 = {4, 5} K6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Рис. 1. 5 и 6 шаг работы алгоритма.

5-ый шаг 1 вариант 2 вариант 3 вариант
6-го шага 6-го шага 6-го шага

[3] = {1, 2, 3}
[4] = {4}
[5] = {5}
[5] � [4]

[3] = {1, 2, 3}
[4] = {4}
[5] = {5}
[6] = {6}
[5] � [4]

[3] = {1, 2, 3}
[4] = {4}
[5] = {5}
[6] = {6}

[5] � [4] � [6] � [3]

[3] = {1, 2, 3}
[6] = {4, 5, 6}

[6] � [3]

Рис. 2. 5 и 6 шаг работы алгоритма.
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Скажем, что две вершины ориентированного графа эквивалентны [3], если существует цикл,
содержащий эти вершины. Разобьем множество V на классы эквивалентности (компоненты
сильной связности) и обозначим [V ] множество этих классов. На множестве [V ] определим
бинарное отношение : [v1] � [v2], [v1], [v2] ∈ [V ], если существует путь из вершины класса
[v1] в вершину класса [v2]. Очевидно, что это бинарное отношение рефлексивно, транзитивно
и антисимметрично и потому является отношением частичного порядка [4, § 4]. Построим
алгоритм разбиения множества вершин графа на классы эквивалентности с определением
отношения частичного порядка между ними.

На шаге 1 имеется единственная вершина 1, образующая кластер [1], и множество класте-
ров K = {[1]}. Введем матрицу a = ||a([p], [q])||[p],[q]∈K , характеризующую отношение частич-
ного порядка ” � ” : a([p], [q]) = 1, если [p] � [q], иначе a([p], [q]) = 0. На шаге 1 эта матрица
определяется равенством a([1], [1]) = 1.

Пусть на шаге t − 1 множество кластеров K образуют разбиение множества вершин
{1, . . . , t − 1} на не пересекающиеся подмножества и задана матрица a. Каждый кластер
[k] ∈ K индексируется максимальным номером вершины k, входящей в него. На шаге t для
вершины t определим множества

P = {k ∈ {1, . . . , t− 1} : dtk = 1}, Q = {k ∈ {1, . . . , t− 1} : dkt = 1}.

Каждой вершине множеств P, Q сопоставляется кластер. Обозначим [P ], [Q] множества
кластеров, соответствующих множествам вершин из P, Q, соответственно, и определим

KP =
⋃

[p]∈[P ]

{[k] ∈ K : a([p], [k]) = 1}, KQ =
⋃

[q]∈[Q]

{[k] ∈ K : a([k], [q]) = 1},

A = KP ∩KQ, A1 = KP \ A, A2 = KQ \ A, B = K \ (A ∪A1 ∪A2) .

Новая вершина t и вершины множества A образуют новый кластер, а также преобразуется
множество кластеров K

[t] := {t} ∪A, K := (K \ A) ∪ {[t]}.

Пересчет матрицы a на обновленном множестве кластеров K производится по правилу:

a([t], [i]) := 1, [i] ∈ A1 ∪ {[t]}, a([i], [j]) := 1, [i] ∈ A2, [j] ∈ A1 ∪ {[t]},

a([i], [j]) := 0, [i] ∈ A1, [j] ∈ A2 ∪ {[t]} ∪B, a([i], [j]) := 0, [j] ∈ A2, [i] ∈ B ∪ {[t]},

a([t], [i]) = a([i], [t]) := 0, [i] ∈ B.

Все остальные значения матрицы a совпадают с определёнными на предыдущем шаге t− 1.
Матрица a имеет следующую клетчатую структуру:

матрица a кластеры кластеры кластеры кластеры
мн-ва A1 мн-ва [t] мн-ва A2 мн-ва B

кластеры мн-
ва A1

значения на ша-
ге t− 1

0

кластеры мн-
ва [t]

0

кластеры мн-
ва A2

1 значения на шаге t− 1

кластеры мн-
ва B

значения на ша-
ге t− 1

0 значения на ша-
ге t−1

148 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 1



Алгоритмы кластеризации графов

На рисунке 2 приведена графическая визуализация одного шага работы алгоритма и опи-
саны кластеры в рассматриваемых случаях. Пусть на 5 шаге (рис. 2) множество вершин
графа было разбито на 3 кластера [3] = {1, 2, 3}, [4] = {4}, [5] = {4}. На 6 шаге приведены
возможные варианты факторизации: 1 вариант - вершина 6 не соединена ребром ни с одной
из вершин {1, 2, 3, 4, 5}; 2 вариант - вершина 6 соединена ребром с вершиной 3, 4; 3 вариант -
вершина 6 соединена ребром с вершинами 3, 4, 5.
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